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Une modélisation simplifiée

Considérons une exploitation mono-spécifique de S parcelles.

| T ? “' si coupé, remplacé par |

> les arbres d'une parcelle ont tous le méme &ge, et croissent
uniformément sur chaque parcelle,

Hypothéses :

age de maturité

> la décision u(t) a I'année t est le nombre de parcelles
exploitées dans I'année, qui consiste a couper tous leurs arbres
et a replanter par de jeunes arbustes

> seuls les arbres d'age supérieur ou égal a n ont une (méme)
valeur sur le marché

> on néglige la mortalité naturelle des arbres



Représentation de la dynamique

x1(t) = nb de parcelles d'age > n

x(t) € N" ob xi(t) = nb de parcelles d'age € [i,i + 1[ (i < n)

Décisions possibles a la date t : u(t) € {0,--- ,x1(t) + x2(t)}.

{ x(t+1) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
u(t) € [0, Cx(t)]
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Politiques particulieres
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Critere d’exploitation

7(x0, U Zét ) +or(x(T)) — m(a)x

d €]0,1[: facteur d’actualisation
U(") : fonction d'utilité (t.q. U’ > 0 et U” < 0)

Argumentation de Faustmann : quelque soit la date de fin T

2T

or(x(T)) = Tg;<¢zr(X(2T)+Z5TU(U(f))

t=T

= max¢37(x(3T) + Z 5TU(u(t)) — ...
u) t=T

» critére en horizon infini : J(xp,u(:)) = _lim Z(S
—>+oo



Equation de Bellman

La fonction valeur

V(xo) := m(a)x J(x0,u(:)), x €S

est I'unique solution (bornée) de I'équation de Bellman

V(x) = nfoaé]{U(u)qLéV(AerBu)}, xeC
ue|0,Cx



Combinatoire

(S+n-1)!

S - {x e N tq. zn:xi — S} = card(S) = (n—1)is!

i=1

Exemples :
» S=9, n=4= card(S) =220
> S=24, n=4 = card(S) = 2935
> S =24, n=10 = card(S) = 4.10’
> S =100, n=20 = card(S) ~ 5.10%



Politique gloutonne

Définition. x — ug[x] = Cx, Vx €S aucune anticipation !

= trajectoires périodiques avec

x1(0) + x2(0) t=0 mod (n—1)
x3(0) t=1 modn
u(t) =1 . .

;<,,(0) .t:n—2 mod (n— 1)

sont fortement dépendantes de la condition initiale...



Politique soutenable

o

I

Forét équienne : x = | . | (en supposant i = S/(n— 1) entier)

<l

Propriétés.

V(G
> V(x) < 1(—u<)5 pour tout x € S
> xo =X = {u*(t) = b, x*(t) = X, Vt > 0} est optimal

Définition. Une politique telle que x(-) rejoint X en temps fini est
dite soutenable



Analyse des solutions de I’équation de Bellman
Uw)=u’,  Be(0,1)

aversion au risque
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Approche de viabilité

Contrainte de recette minimale : u(t) > u > 0, Vt > 0.

1. Pour quelles valeurs de u existe t'il des solutions faisables?

2. Soit xg € S, pour quelles valeurs de u existe t'il une
trajectoire faisable?

» Probleme de viabilité :

Soit (S, n,u) :={x €S, Cx > u},

1. Pour quels u a-t-on Viab(K(S,n,u)) #07?
2. Pour quels u a-t-on xo € Viab(K(S, n, u))?



Etude de viabilité

C
0 0 A 1
Soit T = , 0= ) A=
1 0 can-1 1

Proposition 1.

S

u>u*(S,n):= <= Viab(S,n,u) =0

- WO-(I—- TOAB)

)
o TR

On trouve u*(S, n) =



Extensions a des matrices plus générales

Exemple.
[1—-a 1—« 0 oo 0 0 ]
0 0 l1-a -+ 0 0
A=
0 0 0 0 1-«
e’ Q@ @ a |

S 9 9| 20 20 100 100
n 4 41 10 10 20 20
card(S) | 220 220 | 10" 107 | 5.10%! 5.10%
a 0 01 0 01 0 0.1

u* 3 242|222 1.26 5.26 1.56




Caractérisation du noyau de viabilité

Proposition 2. Soit u < u*(S,n). On a

Viab(S,n,u) = {x € S t.q. Ox > (I— TOAB)u}

Proposition 3. Soit u < u*(S, n), x € Viab(S, n, u) et
Uvian(S, n, u)(x) := {u € [u, Cx] t.q. OAu > (I—- TOAB)u — OA2X}

Alors u € U,iap(S, n,u)(x) = Ax + Bu € Viab(S, n, u)



Viabilité et optimisation

Soit u < u*(S, n), alors

1. Le probleme d’'optimisation sous contrainte :

Wa(x0) = max{J(x0, u()); u(t) € [u, Cx(2)], vt = O}

posséde une solution exactement pour xp € Viab(S, n, u).

2. Celui-ci est équivalent a considérer la dynamique
{ x(t+1) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
u(t) € Uvian(S, n, u)(x(t))

sur I'ensemble invariant Viab(S, n, u).

3. W, est le point fixe de

W, (x) = ueuv,ﬂg,)fv,g)(x) {U(u) + 6W,(Ax + Bu)}, x € Viab(S, n, u)



Politique "viable gloutonne"

Soit u < u*(S, n).
Pour tout x € Viab(S, n, u), on pose

uyelx] = max {u|Ax + Bu € Viab(S,n, u)}

u<C,

= max Uviab(sa n, u)(x)

> ne sacrifie pas les besoins des générations futures

> satisfait au mieux les besoins de la génération actuelle



Exemple (S =24, n = 4)

Stratégie optimale pour 5 =0.11et § =0.87: J=7.905

t| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x /1 6 0 1 1 0 0 0 0 0 o0 0 0
x|/ 3 010 8 6 9 8 7 9 8 7 9 8
x/ 0 10 8 6 9 8 7 9 8 7 9 8 7
|10 8 6 9 8 7 9 8 7 9 8 7 9
v| i 8 6 9 8 7 9 8 7 9 8 7 9
Stratégie ''viable gloutonne' pour u=7: J=7.902

t| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
xx|1 7 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0
x| 3 010 v 7 10 7 7 10 7 7 10 7
x| 0 10 7 7 10 7 7 10 7 7 10 77
x |10 7 7 10 7 7 10 7 7 10 7 7 10
v| 7 7 10 7 7 10 7 7 10 7 7 10




Généricité de la problématique
> ressources renouvelables présentant un retard important entre

le prélevement et sa restauration

> quantité totale de ressource disponible ou en cours de
restauration constante

Autre exemple d'application :

pompage irrigation

é/‘ nappe 1

’ nappe 2

nappe n

délai




Conclusions
I. Approche par la théorie de la commande optimale

> caractériser les conditions pour lesquelles les politiques sans
anticipation sont optimales
B risque d'une gestion non “durable”

> caractériser les conditions pour lesquelles les politiques
optimales sont soutenables
P la gestion devient “durable” aprés un transitoire

Outil : optimalité inverse et équation de Bellman

2. Approche par la théorie de la viabilité

> caractérisation intrinseque de niveaux garantis de récoltes
annuelles

> synthese de politiques assurant une récolte minimale
» gestion “durable”

Outil : Noyaux de viabilité et politiques viables
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